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АНАЛІЗ ВПЛИВУ МАСИ ДАТЧИКІВ НА МОДАЛЬНІ 

ХАРАКТЕРИСТИКИ НАДЛЕГКОГО КРИЛА ЗА ДОПОМОГОЮ 

МЕТОДА СКІНЧЕНИХ ЕЛЕМЕНТІВ 

Сучасні тенденції розвитку авіації спрямовані на мінімізацію маси конс-

трукцій з метою збільшення корисного навантаження. Ця тенденція, особливо 

помітна в легкій авіації та сфері БПЛА, ускладнює проведення наземних час-

тотних випробувань через низьку масу конструкції об‟єктів, що досліджують-

ся. Ці труднощі пов‟язані з необхідністю розміщення додаткової маси на по-

верхні ЛА для отримання його модальної моделі. Дана маса призводить до 

зниження точності математичної моделі у випадку її неврахування. Метою 

роботи є дослідження впливу маси датчиків на модальні характеристики конс-

трукції (частота та форма коливань) під час наземних частотних випробувань. 

У статті було проведено розрахунок за допомогою методу скінчених елемен-

тів на моделі надлегкого крила. Дослідження проводились для 5 різних випад-

ків. Було проведено порівняння отриманих результатів, що наведено у таблиці 

1 та 2. Аналіз показав тенденцію до зменшення власних частот конструкції та 

зміщенню форм коливань зі збільшенням маси. Отримані результати вказують 

на значний вплив додаткової маси на модальні характеристики. Це у свою 

чергу вказує на необхідність проведення експериментальних досліджень та  

розробки методики проведення наземних частотних випробувань на легких 

конструкціях для отримання реальних модальних характеристик конструкції. 

 Modern trends in aviation development focus on minimizing structural mass to 

increase payload capacity. This tendency, particularly noticeable in light aviation 

and the UAV sector, complicates the conduct of ground vibration tests due to the 

low mass of the objects under investigation. These difficulties are associated with 

the need to place additional mass on the aircraft surface to obtain its modal model. 

This mass leads to a decrease in the accuracy of the mathematical model if it is not 

taken into account. The aim of the work is to investigate the effect of sensor mass 

on the modal characteristics of the structure (frequency and mode shape) during 

ground vibration tests. In the article, a calculation was performed using the finite el-

ement method on a model of an ultralight wing. Studies were conducted for 5 dif-

ferent cases. A comparison of the obtained results, which are presented in Tables 1 

and 2, was carried out. The analysis showed a tendency for the natural frequencies 

of the structure to decrease and the mode shapes to shift with increasing mass. The 

obtained results indicate a significant influence of the additional mass on the modal 

characteristics. This, in turn, points to the necessity of conducting experimental 

studies and developing a methodology for ground vibration testing of lightweight 

structures to obtain the real modal characteristics of the structure. 
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Вступ 

Визначення власних частот є важливим етапом під час проектування 

та експлуатації складних технічних об‟єктів. Запобігання явищу резонансу 

є однією із головних причин визначення власних частот. Але й до причини 

визначення власних частот можна віднести оптимізацію маси та жорсткос-

ті, підвищення комфорту пасажирів та прогнозування динамічної поведін-

ки конструкції. 

Основними методами визначення значень власних частот та форм 

коливань є [1]: аналітичні методи (базуються на розв‟язанні математичних 

рівнянь, що описують динамічну поведінку конструкції та використову-

ються для простих конструкцій, що мають відомі геометричні характерис-

тики та матеріали. До них відносяться методи Релея-Рітца [2], Галеркі-

на [3] тощо); числові методи (наближені методи, що використовують для 

знаходження розв‟язків математичних задач, коли визначити за допомогою 

аналітичних методів не має змоги у зв‟язку із складністю або неможливіс-

тю їх обчислення. До таких методів відносять: метод скінчених елемен-

тів [4], послідовних наближень тощо); експериментальні методи (методи, 

основою яких є проведення випробувань на реальних або динамічно-

подібних конструкціях. Під час даних методів використовується обладнан-

ня для збудження та визначення власних значень. Такими методами є на-

земні частотні випробування (НЧВ), льотні вібраційні випробування та до-

слідження у аеродинамічній трубі). 

НЧВ є невід‟ємною складовою під час сертифікації літального апа-

рату (ЛА) [5]. Вони проводяться до першого польоту ЛА. Під час НЧВ не-

обхідно визначити модальну модель [6] (частоти, форми коливань та дем-

пфування) об‟єкту, що сертифікується. Дані параметри є ключовими для 

розуміння динамічної поведінки ЛА та його реакції на зовнішні збудження. 

Для визначення даних параметрів використовується датчики для вимірю-

вання (акселерометри), прилади для збудження коливань (шейкер, моло-

ток) [7]. 

За допомогою отриманих даних перевіряється та корегується мате-

матична модель об‟єкту, що використовується для подальших флатерних 

розрахунків. Флатер є явищем аеропружності, що може призвести до руй-

нування конструкції ЛА під час польоту. 

До зниження точності корекції математичної моделі можуть призве-

сти різні фактори і під час експерименту це може бути: неврахування маси 

акселерометрів, що використовуються під час НЧВ, неправильна підвіска 

конструкції, що досліджується та інші. Для уникнення даних похибок, не-

обхідно враховувати вплив підвіски, збуджуючих конструкцій та маси дат-

чиків. 

Існує загальне правило, за яким маса датчиків не повинна перевищу-

вати 1/10 маси конструкції [8]. Для великих класичних ЛА дане правило є 
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легко виконуваним. Але наразі тенденції у розвитку авіації рухаються у 

напрямку зменшення маси конструкції ЛА. Дані тенденції суттєво вплива-

ють на складність дослідження легких ЛА, через крихкість та легкість їх 

конструкції [9]. Таким чином, необхідно використовувати легші датчики 

або порушувати «правило 1/10». 

Постановка задачі 

Метою роботи є дослідження впливу маси датчиків на модальні ха-

рактеристики конструкції (частота та форма коливань) під час наземних 

частотних випробувань. 

Теоретичне дослідження впливу додаткової маси на власні  

значення та форми коливань 

Для кращого розуміння впливу додаткової маси на значення власних 

частот конструкції, розглянемо просту систему, а саме, одновимірний 

пружинний маятник (рис. 1).  

 

Рис. 1. Одновимірний пружинний маятник 
 

0mx cx kx   , (1) 

де x – узагальнена координата; 

m – маса системи; 

c – демпфування конструкції; 

k – жорсткість системи. 

Для простоти приймемо, що демпфування конструкції відсутнє, тоді 

рівняння (1) набуде вигляду: 

0mx kx  . (2) 

Розв‟язок рівняння (2) запишемо у вигляді: 

   cosx t X t   , (3) 

де X  – амплітуда коливань; 
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  – кутова частота; 

  – фаза коливань. 

Підставивши розв‟язок (3) у рівняння (2) отримаємо: 

   2 cos cos 0m X t kX t        .  

Для нетривіального розв‟язку  0X   повинна виконуватись рів-

ність: 

0m k   . (4) 

Із (4) виразимо власну кутову частоту  : 

k

m
  . (5) 

Власну частоту у f  (у Герцах) отримуємо поділивши кутову на 2: 

2
f





.  

Запишемо загальну масу системи, як суму маси конструкції  conm  та 

маси датчиків  acm . 

con acm m m  . (6) 

Підставивши (6) у рівняння (5) отримаємо: 

con ac

con ac

k

m m
 


.  

Отже, можна дійти наступного висновку, що у випадку збільшення 

маси частота конструкції буде зменшуватись і навпаки. 

Якщо частота відхиляється від точно визначеного на 5%, то це є не 

допустимим і власна частота має бути скорегована [10]. Це робиться для 

скасування масового впливу акселерометру. 

Виходячи з цього твердження розглянемо максимально можливу ма-

су датчиків, для того, щоб впливом маси акселерометра можна було знех-

тувати. Візьмемо критичне значення, а саме, коли різниця 5%: 

11 0,05con ac

con


 


.  

Розпишемо відношення частот: 

con ac con

con con c

m

m m




 
.  

Спростивши вираз, отримуємо наступну залежність: 

0,108ac conm m  .  
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Отже, можна зробити висновок, що для випадків, коли маса акселе-

рометрів менше 10% маси конструкції, впливом маси акселерометра мож-

на нехтувати.  

Проведення дослідження за допомогою методу скінчених  

елементів 

Перевіримо, чи можна знехтувати масою встановлених акселеромет-

рів для легких конструкції, якщо їхня маса менше за 10% від загальної ма-

си конструкції.  

Для цього проводитимемо дослідження у програмному забезпеченні 

MSC Patran/Nastran. 

Дослідження будемо проводити на скінчено елементній моделі (finite 

element model (FEM)) розглянувши декілька випадків для закріпленого лег-

кого трапецевидного крила, розмістивши на ньому зосередженні додаткові 

маси, що будуть відображати датчики. Розглядатимемо випадки з навіскою 

загальною масою датчиків менше 10% для перевірки твердження. Для цьо-

го експерименту було створено FEM балочну конструкцію, що складається 

з 16 елементів Bar2, що знаходяться на осі жорсткості крила. Два перших 

вузли крила відображають кріплення лонжерону, і тут знаходиться закріп-

лення конструкції за шістьма ступеням свободи. Маса крила виражена че-

рез зосереджені маси в перерізах на відповідних відстанях. Вони поєднані 

з віссю жорсткості за допомогою об‟єкту MPC типу RBE2 закріпленим за 

шістьма ступеням свободи.  

Загальна маса датчиків що розташовані під час розрахунків стано-

вить 8,767% від загальної маси конструкції. 

Дослідження проводились для перших 6 тонів коливань крила. Буде-

мо мати 5 випадків: 

 «Чисте» крило без датчиків (рис. 2); 

 Два датчики на кінці крила розміщені біля кромок (рис. 3); 

 Два датчики на кінці крила розміщені на однаковій відстані від осі жо-

рсткості (рис. 4); 

 Два датчики на кінці крила розміщені біля кромок + два датчики роз-

міщенні на корені крила біля кромок (рис. 5); 

 Два датчики на кінці крила розміщені на однаковій відстані від осі жо-

рсткості + два датчики розміщенні на однаковій відстані від осі жорст-

кості (рис. 6). 
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Рис. 2. FEM модель «чистого» крила без датчиків 
 

 

Рис. 3. FEM модель крила із двома датчиками на кінці крила, що 

розміщені біля кромок 

Отримані результати представлені у вигляді двох таблиць. У табли-

цях порівнюються схожі за типом розміщення датчиків випадки, що були 

розраховані. У табл. 1 порівнюються результати розрахунків для випадків 

розміщення датчиків на крайніх кромках крила. У табл. 2 порівнюється ро-

зміщення датчиків на однаковій відстані від осі жорсткості. 

 

Рис. 4. FEM модель крила з двома датчиками на кінці крила, що 

розміщені на однаковій відстані від осі жорсткості 
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Рис. 5. FEM модель крила із двома датчиками на кінці крила, що 

розміщені біля кромок та двома датчиками розміщеними на 

корені крила біля кромок 

 

Рис. 6. FEM модель крила з двома датчиками на кінці крила розмі-

щеними на однаковій відстані від осі жорсткості та двома 

датчиками розміщеними на корені крила на однаковій відс-

тані від осі жорсткості крила 

Форми та частоти, які не можливо порівняти із «чистим» крилом по-

значені, як НП – неможливо порівняти. Форми, що не були знайдені у пев-

них варіантах, але присутні у перших шести тонах позначені НЗ – не знай-

дені. 

Таблиця 1.  

Порівняння результатів «чистого» крила із випадками 2 та 4 

Випадок 1 Випадок 2 Випадок 4 

Форма Частота, 

Гц 

Форма Частота, 

Гц 

Похибка, 

% 

Форма Частота, 

Гц 

Похибка, 

% 

КР 29,246 КР 29,241 0,0171 КР 29,244 0,007 

ВЗ 274,36 ВЗ 184,91 32,603 ВЗ 219,16 20,120 
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Випадок 1 Випадок 2 Випадок 4 

Форма Частота, 

Гц 

Форма Частота, 

Гц 

Похибка, 

% 

Форма Частота, 

Гц 

Похибка, 

% 

НЗ НЗ ВЗ 1-го 

тону + 

КР 

424,83 НП ВЗ 2-го 

тону + КР 

(головне) 

556,58 НП 

ВЗ 2го 

тону 

948,55 ВЗ 2-го 

тону + 

КР 

637,71 НП ВЗ 2-го 

тону (го-

ловний) + 

КР 

743,54 НП 

ГЗ 1715,9 ГЗ 1114,5 35,048 ГЗ 1336,9 22,087 

ВЗ 3го 

тону + 

КР 

1719,4 ВЗ 3-го 

тону 

1462,1 НП ВЗ 3-го 

тону 

1488,2 НП 

КР 2х 

кінцевих 

секцій 

крила 

2258,6 НЗ НЗ НП НЗ НЗ НП 

Таблиця 2.  

Порівняння результатів «чистого» крила із випадками 3 та 5 

Випадок 1 Випадок 3 Випадок 5 

Форма Частота, 

Гц 

Форма Частота, 

Гц 

Похибка, 

% 

Форма Частота, 

Гц 

Похибка, 

% 

КР 29,246 КР 29,245 0,003 КР 29,246 0,000 

ВЗ 274,36 ВЗ 187,3 31,732 ВЗ 220,65 19,576 

ВЗ 2го 

тону 

948,55 ВЗ 2го 

тону 

611,14 35,571 ВЗ 2го 

тону 

677,47 28,578 

ГЗ 1715,9 ГЗ 1143 33,388 ГЗ 1356 20,974 

ВЗ 3го 

тону + 

КР 

1719,4 ВЗ 3го 

тону 

1460 НП ВЗ 3го 

тону 

1482,9 НП 

КР 2х 

кінцевих 

секцій 

крила 

2258,6 КР 2х 

кінцевих 

секцій 

крила 

711,86 68,482 КР 2х кі-

нцевих 

секцій 

крила 

955,81 57,681 
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Проаналізувавши отримані результати можна відзначити, що у всіх 

випадках різниця частот є більшою ніж на 10% відносного «чистого» кри-

ла, окрім першого тону кручення (КР).  

Розглядаючи розміщення датчиків на кромках крила ми спостерігає-

мо поєднання тонів вертикального згину (ВЗ) першого та другого тону з 

КР, які відсутні у випадку «чистого» крила. Також у цьому випадку ми ма-

ємо «чистий» третій тон ВЗ, що для «чистого» крила поєднується з кру-

ченням. Частота горизонтального згину (ГЗ) зменшується порівняно із 

«чистого» крилом. 

Якщо ж розглядати розміщення датчиків на рівній відстані від вісі 

жорсткості, то ми маємо єдину відмінність у формах коливань. У випадку 

розміщення датчиків на рівній відстані ми спостерігаємо ВЗ 3-го тону «чи-

стий», а не як у випадку «чистого» крила ВЗ 3го тону поєднаний з КР. Час-

тота ГЗ також зменшується у порівнянні із «чистим» крилом. 

Отримані результати вказують на те, що для надлегких конструкцій 

встановлення додаткових датчиків масою менше ніж 10% необхідно вра-

ховувати, оскільки відхилення частоти тонів коливань відрізняється більше 

ніж на 5% порівняно з «чистим» крилом. Також відбувається зміна послі-

довності мод коливань в залежності від розміщених датчиків на крилу. 

Висновок 

У даній роботі було проведено дослідження впливу маси датчиків на 

модальні характеристики конструкції (частота та форма коливань) під час 

наземних частотних випробувань. Для цього було розглянуто вплив додат-

кової маси від датчиків на власні частоти та форми коливань конструкції 

на надлегкому крилі. Крило мало трапецевину форму та мало закріплення. 

Маса датчиків становила 8,767% від загальної маси конструкції. Дослі-

дження проводились у програмному забезпеченні MSC Patran/Nastran. Бу-

ло розглянуто 5 різних випадків: один випадок без датчиків та 4 із різним 

розміщенням датчиків на крилу. Отримані результати вказують на те, що 

для надлегких конструкцій встановлення додаткових датчиків масою мен-

ше ніж 10% необхідно враховувати, оскільки відхилення частоти тонів ко-

ливань відрізняється більше ніж на 5% порівняно з «чистим» крилом. Та-

кож відбувається зміна послідовності мод коливань у залежності від роз-

міщених датчиків на крилу. 

Отже, отримані результати мають важливе практичне значення, так 

як вони демонструють необхідність врахування маси акселерометрів, що 

розташовуються під час НЧВ для забезпечення правильності отриманих 

модальних характеристик ЛА. 

У подальшому необхідно провести експериментальні дослідження 

для перевірки числових розрахунків, що проводились за допомогою FEM 

моделі. Та можна дійти висновку, що наразі необхідна розробка методики 
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проведення наземних частотних випробувань на легких конструкціях для 

отримання реальних модальних характеристик конструкції. 

Таким чином, проведене дослідження чітко демонструє, що для над-

легких крил навіть невелика маса акселерометрів (менше 10% маси крила) 

може суттєво спотворити результати НЧВ. Це підкреслює необхідність 

врахування цього фактору під час отримання модальних моделей ЛА. 
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