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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ МЕТОДУ АВТОКОМПЕНСАЦІЇ 

ІНСТРУМЕНЬАЛЬНИХ ПОХИБОК АКСЕЛЕРОМЕТРІВ  

В ІНЕРЦІАЛЬНИХ НАВІГАЦІЙНИХ СИСТЕМАХ 

КРЕЙСЕРСЬКОГО РУХОМОГО ОБ’ЄКТУ 

Інструментальні адитивні похибки інерціальних датчиків призводить до 

значного накопичення навігаційних похибок за короткий час. Основним мето-

дом боротьби з цими похибками традиційно є використання допоміжних дже-

рел навігаційної інформації. Проте, для збільшення часу автономної навігації 

залишається єдиний шлях – використання більш дорогих та точних датчиків. 

Ця робота присвячена математичній моделі методу автокомпенсації інструме-

нтальних похибок акселерометрів інерціальних навігаційних систем, що спри-

яє підвищенню точності інерціального визначення координат за допомогою 

акселерометрів за тривалий час автономної роботи. Пропонується постійне 

обертання платформи з відомою кутовою швидкістю, на яку встановлені аксе-

лерометри. Це дозволяє модулювати інструментальну адитивну похибку аксе-

лерометрів та зменшити навігаційні похибки. Аналітичні викладки демон-

струють зростання ефективності цього методу зі збільшенням часу автономної 

роботи системи. Експерименти, проведені на встановленому на поворотний 
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стіл блоці МЕМС акселерометрів, підтверджують ці висновки. 

 Instrumental additive errors of inertial sensors lead to a significant accumulation 

of navigation errors in a short period of time. The main method of dealing with 

these errors has traditionally been to use auxiliary sources of navigation 

information. However, the only way to increase the autonomous navigation time is 

to use more expensive and more accurate sensors. This paper is devoted to the 

mathematical model of the method of auto-compensation of instrumental errors of 

accelerometers of inertial navigation systems, which helps to improve the accuracy 

of inertial coordinate determination using accelerometers for a long battery life. The 

platform is offered to rotate continuously with a known angular velocity to which 

the accelerometers are set. This allows the instrumental additive error of the 

accelerometers to be modulated and navigation errors to be reduced. Analytical 

calculations show that the efficiency of this method increases with the battery life of 

the system. Experiments performed on a MEMS accelerometer unit mounted on a 

turntable confirm these conclusions. 

Вступ 

Відомо, що для крейсерського рухомого об’єкту (РО) інструменталь-

ні адитивні похибки горизонтальних акселерометрів (АК) інерціальної на-

вігаційної системи (ІНС) є одними із основних джерел накопичення наві-

гаційних похибок лінійної швидкості та координат [1]. Підвищення точно-

сті АК шляхом їх вдосконалення дозволяє зменшити цей недолік, проте 

для багатьох АК можливості такого покращення обмежені існуючими тех-

нологіями [2, 3]. Вибір АК вищого класу точності часто не є можливим.  

У сучасній літературі відомий інший підхід вирішення цієї проблеми 

для мікромеханічних (МЕМС) акселерометрів та гіроскопів низької точно-

сті. Він полягає у використанні методу модуляції інструментальних адити-

вних похибок АК шляхом обертання інерціального вимірювального моду-

ля (ІВМ) навколо осі, перпендикулярної до вимірювальних осей (ВО) АК. 

Платформа, що забезпечує таке обертання, знаходиться всередині корпу-

су ІНС. Даний підхід у побудові інерціальних систем на базі МЕМС АК 

запропонований та розглянутий в ряді робіт [4, 5].  

У роботі [6] розглянуто вплив модуляції адитивної похибки АК та гі-

роскопів на похибку визначення траєкторії наземного транспорту. У робо-

ті [7] запропоновано використовувати метод модуляції адитивних похибок 

МЕМС АК для підвищення точності визначення початкових кутів орієнта-

ції морських рухомих об’єктів. Дослідження проводилися із недорогими 

блоками акселерометрів та гіроскопів і показали ефективність модуляції у 

вирішенні поставлених задач. Робота [8] демонструє, що використання ме-

тоду модуляції інструментальних адитивних похибок МЕМС блоку аксе-

лерометрів та гіроскопів можливо отримати зменшення похибок визначен-

ня кутів орієнтації до 5 разів, а координат до 10 разів. Проведено порів-

няння ефективності методу для різних напрямків та режимів обертання [9]. 

Для зменшення навігаційних похибок визначення координат крейсерсько-
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го РО найефективнішою є схема обертання блоку МЕМС акселерометрів і 

гіроскопів у площині горизонту.  

У роботі [10] розглянута задача покращення точності вимірювань 

БІНС за допомогою нової схеми ротаційної модуляції для швидкісних 

об’єктах, що швидко обертаються. Авторам за допомогою нової схеми ро-

тації вдалося досягти покращення точності позиціонування на більш 

ніж 56%. У роботі [11] розглянутий підхід до схеми модуляції адитивних 

похибок, який не потребує наявності точного механізму обертання або ви-

мірювання кутів.  

Результати наведених вище досліджень доводять перспективність 

обраного шляху. Однак більшість експериментів проводилися із МЕМС 

ІВМ низької та середньої точності за невеликий час автономної роботи. За 

необхідності застосування таких МЕМС ІВМ в автономних системах із ча-

сом автономної роботи більше 30 хв. такий шлях зменшення навігаційної 

похибки на нашу думку є доцільним і представлений у даній роботі. 

Постановка задачі 

Відомо, що адитивні похибки інерціального визначення лінійної 

швидкості 
0V та координат 

0S  крейсерського РО у першому наближенні 

формуються шляхом відповідно інтегрування та подвійного інтегрування 

інструментальних адитивних похибок 
0а  горизонтальних АК його ІНС. 

Для формування мети статті розглянемо два випадки, коли інструме-

нтальна адитивна похибка АК є сталою за часом. 

0 ( ) consta t 
 (1) 

та гармонійною: 

0 0( ) sin( )a at t    ; (2) 
  

0 0( ) cos( )a at t    . (3) 
Перший та другий інтеграли виразів (1) та (2), (3) наведені у табл. 1. 

Таблиця 1.  

Адитивні похибки лінійної швидкості та координат ІНС у залежності  

від виду інструментальних адитивних похибок АК 

  
Вид адитивної похибки АК 

(1) (2) (3) 

0V  
0a t  0 0 cos( )а а t

 
 

 
 0 sin( )а t





 

0S  2

00.5 a t  0 0

2
sin( )а аt t

 
 

 
 0 0

2 2
cos( )а а t

 
 

 
 



75 

П р и л а д и  т а  м е т о д и  к о н т р о л ю  

Із табл. 1 бачимо, що на відміну від сталого виду адитивної похиб-

ки АК (1), у разі забезпечення її гармонійного виду (2) – (3), похибки інер-

ціального визначення лінійної швидкості не зростають за часом, а похибки 

інерціального визначення координат зростають лише лінійно. Цей факт є 

основою працездатності методу автокопменсації. 

Метою роботи є розробка методу автокомпенсації інструменталь-

них адитивних похибок горизонтальних АК в автономній інерціальній на-

вігаційній системі крейсерського рухомого об’єкту шляхом формування 

гармонійного виду інструментальних адитивних похибок горизонтальних 

АК у приладовій системі координат за рахунок обертання платформи із ві-

домою кутовою швидкістю, на яку встановлені ці АК. 

Математична модель методу автокомпенсації інструментальних 

похибок акселерометрів в інерціальних навігаційних системах 

крейсерського рухомого об’єкту 

Розглянемо тривісний блок акселерометрів (БА). На рис. 1 зображе-

но розташування ВО АК відносно ортогональної декартової системи коор-

динат (СК), зв’язаної з базовими установлювальними поверхнями БА. 

 

Рис. 1. XАYАZА – ВО АК; XБYБZБ – ортогональна СК БА; 
ij – кути 

неортогональності ВО i акселерометра до осей j СК БА 

Повна модель інструментальних похибок БА має вигляд. 

1 0
ˆ Б Б Б

Б Б БА K A K A K    , (4) 
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де 
T

Б xБ yБ zБA a a a     – вектор проекцій вимірюваного лінійного прис-

корення на ВО БА; 

1

1 1

1

0 0

0 0

0 0

x

Б

y

z

K

 
 

 
 
  

, 

0

0

0

xy xz

Б

yx yz

zx zy

K

  
 

   
   

 – матриці 

похибок масштабних коефіцієнтів та кутів неортогональності АК відповід-

но; 0 0 0 0

T
Б

x y zK        – вектор адитивних похибок АК. 

В ІНС похибка визначення лінійної швидкості ˆ( )V t  формується 

шляхом інтегрування похибок АК за часом t, а похибка визначення коор-

динат ˆ( )S t  – шляхом подвійного інтегрування відповідно. У першому на-

ближенні цей процес описується наступними виразами: 

0

ˆˆ( ) ( )

t

БV t A t dt   ; (5) 

0

ˆ ˆ( ) ( )

t

БS t A t dt    . 

(6) 

Підставимо (4) у (5) і знайдемо інтеграли: 

1 0
ˆ( ) Б Б Б

Б БV t K t A K t A K t      ; (7) 

2 2 2

1 0

1 1 1ˆ( )
2 2 2

Б Б Б

Б БS t K t A K t A K t      . 

(8) 

Із формул (7), (8) бачимо, що похибки визначення лінійної швидкості 

пропорційні часу роботи ІНС, а похибки визначення координат пропорцій-

ні квадрату часу. 

Розглянемо блок чутливих елементів ІНС із одновісною обертальною 

платформою (рис. 2). . 

Із базовими установлювальними площинами такого блока чутливих 

елементів зв’язана ортогональна декартова СК XПYПZП, а з платформою СК 

XОYОZО. Осі XОZО лежать у площині XПZП. Вісь YО, навколо якої обертається 

платформа, співпадає з віссю YП. На обертальну платформу ідеально уста-

новлений БА (Осі БА XБYБZБ співпадають із осями платформи XОYОZО). 

Платформа обертається із заданою кутовою швидкістю  . Кут 

повороту платформи в кожний момент часу вимірюється датчиком кута 

платформи 

̂     , (9) 
де const – похибка вимірювання кута повороту, а   – істинне значен-

ня кута повороту, що описується формулою 

t   . (10) 
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Рис. 2. XПYПZП – приладова СК; XОYОZО – обертальна СК;  

XБYБZБ – СК БА 

Приймемо, що вектор вимірюваного прискорення в приладовій СК 

має вид 
T

П xП yП zПA a a a    , 
(11) 

де , ,xП yП zПa a a - проекції вимірюваного прискорення на осі приладової СК. 

Тоді вектор вимірюваного прискорення в обертальній СК (та в СК 

БА оскільки вони співпадають) має вид 
П

Б Б ПА С А , (12) 

де, із урахуванням (10), 

cos 0 sin

0 1 0

sin 0 cos

П

Б

t t

С

t t

  
 


 
    

 – матриця переходу із 

приладової в обертальну СК. 

Підставивши (12) у (4), інструментальні похибки БА в обертальній 

СК приймають вид 

1 0
ˆ Б П Б П Б

Б Б П Б ПA K C A K C A K    .

 

(13) 

Матриця перетворення із обертальної СК у приладову  
T

ˆ П

БC , із ура-

хуванням (9), (10) описується формулою 

 
T

cos( ) 0 sin( )

ˆ 0 1 0

sin( ) 0 cos( )

П

Б

t t

C

t t

       
 


 
       

.

 

(14) 

Прийнявши 0  спростимо вираз (13) 
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   
T Tˆ П П

Б БC C  , (15) 

де 

sin 0 cos

0 0 0

cos 0 sin

t t

t t

    
 

 
 
     

. (16) 

  

  

Таким чином інструментальні похибки БА у приладовій СК 

     
T T T

1 0
ˆ ˆ ˆ ˆП Б П Б П Б

П Б П Б П БA C K CA C K CA C K    . (17) 
  

Із (17) бачимо, що адитивні похибки БА акселерометрів, що лежать у 

площині обертання, набувають гармонійного вигляду в приладовій СК. 

Саме це приводить до автокопменсації адитивних похибок у приладовій 

СК під час інтегрування виразу (17) за аналогією до (5) і (6). 

Зважаючи на структуру матриці  
T

ˆ П

БC зазначимо, що похибка вимі-

рювання кута повороту платформи є джерелом додаткових спотворень 

адитивної та мультиплікативної похибок АК у приладовій СК. За умов 

крейсерського РО це не так суттєво через автокомпенсацію адитивних по-

хибок АК, однак, слід враховувати цей факт за умов не крейсерських 

об’єктів. 

Для спрощення інтегрування, приймемо час роботи ІНС Т кратний 

періоду обертання платформи. Тоді вирази навігаційних похибок мають 

вид 

1 0
ˆ ( ) ( ) ( )I I I

П П ПV T K T A K T A K    ; (18) 
  

1 0
ˆ ( ) ( ) ( ) ( )II II II

П П ПS T K T A K T A K T    . (19) 

Добутки матриць 1 ( )IK T  і 1 ( )IIK T  на вектор вимірюваного приско-

рення ПA  показують залежність навігаційних похибок від мультиплікатив-

них похибок БА у приладовій СК: 

  

  

1 1

1 1

1 1

1
0 0

2

( ) 0 0

1
0 0

2

x z zx xz

I

y

x z zx xz

T

K T T

T

 
        

 
  
 

        
 

; (20) 

  

2

1 1

0 0

1
( ) 0 0

2

0 0

II

y

A

K T T

B

 
 
  
 
 
 

,  (21) 
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де      2

1 1 1 1

1 1

4 4
x z zx xz xz zx x zA T T                


; 

     2

1 1 1 1

1 1

4 4
x z zx xz xz zx z xB T T                


. 

Бачимо, що під час обертання платформи ці складові навігаційних по-

хибок пропорційні часу та квадрату часу (як і у випадку (7), (8)). 

 Добутки матриць ( )IK T  і ( )IIK T  на вектор вимірюваного приско-

рення ПA  показують залежність навігаційних похибок від кутів неортого-

нальності БА у приладовій СК: 

  

  

1 1

1 1

1
0 0

2

( ) 0 0 0

1
0 0

2

xz zx x z

I

zx xz x z

T

K T

T



 
        

 
  
 
        

 

 
(22) 

  

 

 

2

1
0

1 1
( ) 0

1
0

zy xy

II

yz yx

xy zy

T C

K T T T

D T



 
   

 
   
  
 
   
  

, (23) 

де      2

1 1 1 1

1 1

4 4
xz zx x z x z xz zxC T T                 


; 

     2

1 1 1 1

1 1

4 4
zx xz x z x z xz zxD T T                 


. 

Ті складові, що залежать від значення проекції вектора вимірюваного 

прискорення на вісь обертання, зростають на порядок повільніше ніж у ви-

падку (7), (8). 

Такий порядок росту складових (18) – (21) за часом є наслідком при-

сутності квадратів тригонометричних функцій у першому і другому додан-

ках (15), інтеграли котрих зростають за часом.  

Матриці 0 ( )IK T  і 0 ( )IIK T  показують залежність навігаційних похибок 

від адитивних похибок БА в приладовій СК: 

0 0

0 0

0 0

1 1

1 1

z x

I

y

x z

K

 
     

 
  
 
     
  

 

0 0

0 0

0 0

1 1

( )

1 1

z x

II

y

x z

T T

K T

T T

 
    

 
  
 
   

  

 (24) 
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Похибка визначення лінійної швидкості не зростає за часом, а коор-

динати зростають лінійно. Також ці похибки обернено пропорційні зна-

ченню кутової швидкості обертання платформи. 

Розглянемо ідеальний випадок застосування методу коли кути неорто-

гональності 0ij  , а похибка вимірювання кута повороту відсутня 0.   

Тоді матриці (20) – (24) значно спрощуються і навігаційні похибки прий-

мають вид: 

 

 

11
0 0

01 1 2
ˆ ( ) 0 0

1 0

1 1
0 0

1 1 02

T
zx z

V T T A
П y П y

T
x z x

  
     
  

      
  
  
      

   

 (25) 

 

 

 

1 2 10 0
1 1 4 0

1 2ˆ ( ) 0 0
1 02

1 120 0
1 1 04

T
x z T

z

S T T A
П y П y

T T
x z x





   
     

   
       
   
   
      
    

 (26) 

  

Аналіз виразів (25), (26) у порівнянні з (7), (8) наглядно показує істо-

тне зменшення впливу адитивних похибок горизонтальних АК за часом на 

навігаційні похибки визначення швидкості і координат і разі застосування 

методу, а також те, що метод ніяк не допомагає зменшити вплив мультип-

лікативних похибок АК. 

Експериментальна перевірка методу автокомпенсації інструмен-

тальних адитивних похибок горизонтальних акселерометрів 

Об’єктом експерименту є ІНС із обертальною платформою, що зна-

ходиться у площині горизонту. На платформу встановлено два горизонта-

льні. Об’єкт не змінює свого положення за час експерименту тож проекції 

вимірюваного прискорення на його горизонтальні осі відсутні (як і в умо-

вах крейсерського об’єкту). Таким чином результати вимірювання (РВ) го-

ризонтальних АК вважаємо інструментальними адитивними похибками 

вимірювання проекцій уявного прискорення, а їх перший та другий інтег-

рали – навігаційними похибками визначення лінійної швидкості та коор-

динат  відповідно. 

Як обертальну платформу використано стенд ACUTRONIC AC3306, 

що відноситься до високоточного стендового обладнання. Стенд дозволяє 

відгоризонтувати обертальну платформу, а похибку вимірювання її кута 
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повороту вважати близькою до нуля. В якості горизонтальних АК викори-

стано два акселерометричні канали ІВМ STIM300.   

ІВМ відкалібрований виробником, а паспортні параметри записані у 

внутрішню пам’ять модуля. Він вимірює проекції уявного прискорення на 

свої осі в м/с
2
 та РВ його горизонтальних АК повинні наближатися до ну-

ля. На практиці, РВ проекцій на осі X і Z знаходяться на рівні 0,023 м/с
2
 і 

0,013 м/с
2
. Ми припускаємо, що за час від останнього калібрування, його 

реальні паспортні параметри суттєво змінилися. Цей факт дозволяє вважа-

ти отримані РВ інструментальними адитивними похибками горизонталь-

них АК ІВМ 2 20,023 м/с , 0,013 м/с
0 0x z

    .  

У першому режимі роботи ІНС, обертання платформи відсутнє
1 0E  . У другому режимі платформа обертається із кутовою швидкістю 

2 0,63 rad/сE  . Час роботи в обох режимах 90t хв . 

Аналітичні оцінки максимальних значень похибок визначення лі-

нійної швидкості і координат отримані за виразами (7), (8) (у першому ре-

жимі роботи) та (25), (26) (у другому режимі роботи) наведені у другому і 

третьому стовпцях табл. 2. 

Результати експериментального визначення цих похибок наведені на 

графіках (рис. 3), та у четвертому, п’ятому стовпцях табл. 2. 

Із графіків бачимо, що застосування методу автокомпенсації значно 

зменшує швидкість росту навігаційних похибок за часом. Слід зазначити, 

що похибки визначення швидкості все ж залежать від часу, а похибки ви-

значення координат зростають з часом нелінійно. Однією із можливих 

причин є те, що реальні значення кутів неортогональності та масштабних 

коефіцієнтів не відповідають паспортним параметрам ІВМ, як і у випадку з 

його зміщеннями нуля. Реальні значення цих параметрів нам не відомі, то-

му оцінити аналітично їх вплив неможливо. 

 

a) b) 



82 

М е х а н і к а  г і р о с к о п і ч н и х  с и с т е м  

 

с) d) 

Рис. 3. Залежність похибок визначення лінійної швидкості (А, B) і 

координат (C, D) за часом (B, D - зменшений масштаб по осі 

ординат) 

Другою причиною є недосконалість горизонтування обертальної 

платформи, через що у вихідних сигналах окрім адитивних похибок гори-

зонтальних АК присутні РВ проекцій прискорення вільного падіння на ви-

мірювальні осі АК. 

Не зважаючи на це, отримана математична модель дозволяє прогно-

зувати ефективність застосування методу автокомпенсації якщо відомі 

значення інструментальних адитивних похибок горизонтальних АК. 

Таблиця 2.  

Значення навігаційних похибок у двох режимах роботи ІНС 

 
Аналітична оцінка 

Результати експериме-

нту 

Режим 1 Режим 2 Режим 1 Режим 2 

,[м/с]xV  124 0,02 125 0,16 

,[м/с]zV  70 0,04 70 0,22 

,[км]xS  335
 

0,1
 

342 0,2 

,[км]zS  190 0,2 188 0,6 

Висновок 

Метод автокомпенсації інструментальних адитивних похибок гори-

зонтальних акселерометрів в автономній інерціальній навігаційній системі 

крейсерського рухомого об’єкту дозволяє на порядок знизити зростання 

похибок визначення лінійної швидкості та координат за часом. Автоком-

пенсація досягається шляхом формування гармонійного виду адитивних 
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похибок горизонтальних акселерометрів ІНС у приладовій системі коор-

динат за рахунок обертання цих акселерометрів навколо вертикальної осі. 

Розроблена математична модель методу показує механізм автокомпенсації 

інструментальних адитивних похибок акселерометрів та дозволяє аналіти-

чно оцінити похибки визначення лінійної швидкості та координат за пот-

рібний час роботи ІНС, якщо відомі значення адитивних похибок її гори-

зонтальних акселерометрів. Головним недоліком методу є необхідність то-

чного вимірювання кута повороту платформи, похибка вимірювання якого 

є джерелом додаткових спотворень результатів вимірювання уявного при-

скорення в приладовій системі координат. Також метод не допомагає у пи-

танні компенсації інструментальних мультиплікативних похибок акселе-

рометрів. Не зважаючи на це, метод автокомпенсації має великий потенці-

ал до застосування в навігації крейсерських об’єктів. 
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